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Vorwort

Das Mathematikum in Giellen ist ein mathematisches «Mit-
machmuseum», das seit seiner Eréffnung im Jahr 2002 jihr-
lich 150000 Besucher jedes Alters anzieht. Diese vergniigen
sich an den 150 Stationen, wo sie Knobelspiele lésen, mit
Seifenhduten experimentieren oder an sich selbst den Gol-
denen Schnitt entdecken. Fast automatisch lernen sie dabei
mathematische Phinomene kennen, sie bilden sich Vorstel-
lungen, und sie bekommen Einsichten.

Obwohl das Mathematikum ohne Gleichungen und For-
meln auskommt, obwohl die Geschichte der Mathematik
kaum thematisiert wird und obwohl es praktisch keine ver-
balen Erklirungen gibt, werden offenbar durch das Experi-
mentieren bei vielen Besuchern Fragen angeregt. Jedenfalls
werde ich hiufig persénlich angesprochen, manche Men-
schen schreiben mir eine Mail und einige auch ganz traditi-
onell einen Brief.

Die Fragen, die mir gestellt werden, sind in jeder Hinsicht
bunt gemischt.

Manche Fragen sind mathematischer Natur: Wie grol} ist
die Chance, einen Sechser im Lotto zu tippen? Wie viele
Reiskorner liegen auf dem Schachbrett? Was ist Fermats
letzter Satz?

Es gibt Fragen zur Geschichte der Mathematik: Seit wann
gibt es die Null?> Warum gibt es keinen Nobelpreis fiir Ma-
thematik? Was sind Hilberts Probleme?

Manche Fragen sind einfach zu beantworten: Wie grof} ist



ein DIN-A4-Papier? Ist 13 eine Ungliickszahl? Was ist '/
plus 57

Andere Fragen sind ausgesprochen schwierig: Kann man
alles beweisen? Miissen Formeln sein? Warum ist minus mal
minus gleich plus?

Und einige Fragen gehen erheblich iiber den sicheren Be-
reich der Mathematik hinaus: Kénnen AulBerirdische unsere
Mathematik verstehen? Kann man die Existenz Gottes be-
weisen? Warum kénnen Mathematiker nicht rechnen?

In diesem Buch habe ich meine Antworten aufgeschrie-
ben. Dabei habe ich mich zum einen bemiiht, die Fragen
ernst zu nehmen. Die Antworten miissen richtig sein, ich
kann nicht etwas zusammenphantasieren, sondern muss
diese auch als Wissenschaftler verantworten kénnen. Zum
anderen habe ich auch den Fragesteller ernst genommen,
indem ich immer versucht habe, klare Antworten zu geben.
Denn letztlich will man ja doch wissen: «Was ist denn
eigentlich los?»

Natiirlich sind sowohl die Auswahl der Fragen als auch der
Zuschnitt der Antworten persoénlich geprigt. Und manchmal
musste ich auch meinen Mut zusammennehmen, um die
Antwort so klar, priagnant und pointiert stehen zu lassen. Ich
habe mich dabei an dem wunderbaren Satz orientiert, den
Theodor Fontane seinen Stechlin sagen lisst: «Unanfecht-
bare Wahrheiten gibt es iiberhaupt nicht, und wenn es wel-
che gibt, so sind sie langweilig.»

Ich hoffe, mit diesem Buch alle Fragen beantwortet zu
haben. Aber wenn Sie noch eine Frage haben und glauben,
dass ich Thnen helfen kann, dann schreiben Sie mir doch
einfach: albrecht.beutelspacher@mathematikum.de.
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Grundlagen

1
Was ist Mathematik?

Die schwierigste Frage zu Beginn!

Deshalb gebe ich gleich vier Antworten.

1. Man kann Mathematik dadurch definieren, dass man sie
inhaltlich beschreibt, also die Objekte benennt, die in der
Mathematik untersucht werden.

Traditionell unterscheidet man Geometrie, Algebra, Ana-
lysis und Stochastik. Geometrie ist die Lehre des uns umge-
benden Raums, den wir dadurch zu erfassen versuchen, dass
wir Punkte, Geraden, Ebenen, Dreiecke, Vierecke, Kreise
und so weiter definieren und durch deren Studium ein im-
mer besseres Verstindnis des Raums erhalten. Wie die Geo-
metrie hatte auch die Algebra ihre erste Bliitezeit in der grie-
chischen Antike. Man studiert unter diesem Begriff Zahlen
und deren Eigenschaften, zum Beispiel Primzahlen. Die
Analysis, auch Differential- und Integralrechnung genannt,
ist die Lehre von GrolBlen, die sich kontinuierlich verindern.
Sie wurde wesentlich geprigt von Leibniz und Newton. Die
Stochastik ist die jiingste der vier Disziplinen; sie ist die ma-
thematische Lehre vom Zufall.

2. Man kann Mathematik auch dadurch definieren, dass
man ihre Methode beschreibt, die sie aus der Menge aller
anderen Wissenschaften heraushebt.
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Was die Mathematik wirklich auszeichnet, ist der Beweis,
also die rein logische Ableitung ihrer Aussagen.

Mathematik behandelt Begriffe, die klar definiert sind:
Dreiecke, Vierecke, Kreise, ganze Zahlen, Primzahlen, Funk-
tionen und so weiter. Sie behandelt Eigenschaften dieser Be-
griffe und Beziehungen dieser Eigenschaften: In jedem
rechtwinkligen Dreieck gilt der Satz des Pythagoras.

Durch diese logischen Beziehungen wird Ordnung in die
Welt der Begriffe gebracht.

3. Man kann auch den Blick nach aullen wenden und das
Augenmerk auf die Beschreibung und Beherrschung der Welt
durch die Mathematik richten.

Galileo Galilei (1564—1642) war der Uberzeugung, dass
Mathematik die Sprache der Natur ist.

Mathematik ist das michtigste Instrument, mit dem wir
die Welt um uns herum beschreiben, erkennen und struktu-

rieren konnen.

4. Eine moderne und, wie ich finde, sehr treffende Beschrei-
bung stammt von dem Mathematiker Hans Freudenthal
(1905-1990), der gleichermalien als Fachwissenschaftler und
als Didaktiker Herausragendes geleistet hat. Er sagt: «Mathe-
matische Begriffe, Konzepte und Verfahren sind Werkzeuge,
mit denen wir Phinomene der physikalischen, der sozialen
und der mentalen Welt gedanklich organisieren.»

In dieser Definition kommt deutlich zum Ausdruck, dass
Mathematik von Menschen gemacht wird: «Wir ... organisie-
ren.» Mathematik entsteht nicht von alleine, sondern durch
aktives Handeln von Menschen.

Ubrigens: Dieses Buch gibt noch 100 weitere Antworten auf
die Frage, was Mathematik ist.
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2

Seit wann gibt es Mathematik?

Mathematik ist — zusammen mit der Astronomie — die dlteste
Wissenschaft. Trotzdem gibt es mindestens drei Antworten
auf die Frage, seit wann es Mathematik gibt.

Erste Antwort: seit etwa 30000 Jahren. Aus dieser Zeit stam-
men die ersten Kulturzeugnisse der Menschheit, darunter
auch Knochen, die viele Kerben enthalten. Diese sind so
sorgfiltig, so gleichmilig und so systematisch ausgefiihrt,
dass die Historiker sicher sind: Dabei handelt es sich um
Zahlendarstellungen. Was damit gezihlt wurde und warum,
wissen wir nicht. Aber klar ist: Schon damals gab es Men-
schen, die gezidhlt haben und fiir die das Ergebnis so wichtig

war, dass sie es mithsam in Knochen eingekerbt haben.

Die zweite Antwort lautet: Mathematik gibt es seit etwa
5000 Jahren. Damals benutzten sowohl die Babylonier als
auch die Agypter hoch entwickelte mathematische Metho-
den. Sie konnten Zahlen sinnvoll notieren, gewisse Glei-
chungen losen, Kalenderberechnungen durchfiihren und
Land vermessen. Dazu benutzten sie Erkenntnisse wie den
Satz des Pythagoras, die wir heute, ohne zu zégern, der
Mathematik zuordnen. Soweit wir das beurteilen konnen,
wurden diese Erkenntnisse wie Naturgesetze angenommen.
Das heil3t, sie wurden an Beispielen iiberpriift und dann ein-
fach verwendet.

Daher ist eine dritte Antwort notwendig. Diese lautet: Vor
etwa 2500 Jahren haben die Griechen die Mathematik in
unserem Sinne erfunden. Denn ihnen ist damals bewusst
geworden, dass man durch genaues Nachdenken, scharfes
Argumentieren sowie folgerichtiges Schliefen zu Erkennt-
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nissen gelangen kann und nicht nur durch Augenschein, Er-
fahrung und Intuition.

Damals wurden drei Begriffe gepriigt: Definition, Satz,
Beweis. Dieser Dreiklang ist heute etwas in Misskredit gera-
ten — verstindlicherweise, denn er wurde jahrzehntelang als
didaktisches Allheilmittel benutzt, wofiir er nie gedacht war.

In einer Definition wird ein Begriff prizise beschrieben
und unmissverstindlich von anderen abgegrenzt. In der
Mathematik wissen wir immer ganz genau, wortiiber wir re-
den. Wenn wir «Kreis» sagen, dann meinen wir damit nicht
irgendetwas Rundes, dem bei Bedarf irgendwelche Eigen-
schaften zugesprochen werden, sondern ein Kreis ist defi-
niert als die Menge aller Punkte, die vom Mittelpunkt den
gleichen Abstand haben. Und man darf nur diese Eigen-
schaft benutzen.

Die Erkenntnisse der Mathematik werden in Sitzen dar-
gestellt. Hier gilt Ahnliches wie bei den Definitionen: Wir
wissen auch immer genau, was wir beweisen miissen oder
was wir bewiesen haben.

Der Beweis ist die Methode der Mathematik zur Wahr-
heitssicherung. Das ist das «scharfe Nachdenken» in geord-
neter Form. Ein Beweis basiert auf rein logischen Schluss-
folgerungen, ist also so objektiv wie moglich.

Ich weil}, dass viele Schiilerinnen und Schiiler sowie man-
che Studierende Beweise nicht mégen, und ich weil} auch,
dass im Schulunterricht immer weniger Beweise vorkommen.
Das finde ich nicht nur persénlich schade, sondern es ist ein
Fehler. Denn genau dadurch zeichnet sich die Mathematik
vor allen anderen Wissenschaften aus, dass man in ihr die
Ergebnisse durch reine Logik und deshalb mit einem Hochst-
mal) an Objektivitit erhilt.

Denken Sie mal an den Satz des Pythagoras, den beriihm-
testen mathematischen Satz: In jedem rechtwinkligen Drei-
eck, dessen kurze Seiten die Langen a und b haben und des-
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sen lange Seite die Linge ¢ hat, gilt a?+b*=c?. Dieser Satz
wurde vor 2500 Jahren zum ersten Mal bewiesen, er gilt
heute noch wortlich so wie damals — und er wird auch in
2500 Jahren noch genauso gelten wie heute und damals!
Welche Wissenschaft kann das von sich behaupten?

3

Welches ist das erste Mathematikbuch?

Etwa 300 Jahre vor Christus schrieb ein Mann ein Buch, das
zu den Werken mit den gréfiten Auswirkungen auf die Ge-
schichte gehort. Es hat zwar keine politischen, gesellschaft-
lichen oder religiosen Umwilzungen hervorgebracht wie
etwa die Bibel, der Koran oder Das Kapital, aber es hat einen
kaum vorstellbaren Einfluss auf die Entwicklung der Wis-
senschaft genommen: Die Geschichte der Mathematik wiire
ohne dieses Buch véllig anders verlaufen. Es ist das mit Ab-
stand wichtigste — und iibrigens auch erfolgreichste — Ma-
thematikbuch aller Zeiten.

Der Mann hiell Euklid, und das Buch, das er schrieb,
heiBt Die Elemente.

Uber den Menschen Euklid wissen wir fast nichts. Er wirkte
vermutlich zwischen 320 und 260 v. Chr. in Alexandria, dem
damaligen Wissenschaftszentrum der Welt, und gilt als Be-
griinder der mathematischen Schule von Alexandria. Er hat
zahlreiche Biicher verfasst, darunter sechs mathematische.

Euklids berithmtestes Werk sind zweifellos Die Elemente,
ein Werk, das in 13 Biicher eingeteilt ist. Die Biicher I bis
IV behandeln die Geometrie der Ebene, Buch V die Pro-
portionenlehre, Buch VI stellt die Ahnlichkeitsgeometrie dar,
die Biicher VII bis IX Zahlentheorie, Buch X studiert inkom-
mensurable Strecken, die Biicher XI bis XIII behandeln
schlieBlich rdaumliche Geometrie.



Wenn man das Buch aufschligt, ist man verbliifft von des-
sen Niichternheit. Es beginnt nicht mit einer programma-
tischen Vorrede, nicht mit einem Verweis auf die Vorgiinger,
nicht mit Danksagungen, sondern es geht direkt los. Defini-
tionen, Axiome, Postulate, nur wenige Seiten und dann
Sitze, Aufgaben und Konstruktionen.

Vermutlich gibt es kaum Sitze in den Elementen, die Euk-
lid als Erster bewiesen hat. Das war nicht sein Ziel. Das Ziel
der Elemente war es, das damalige mathematische Wissen
systematisch zusammenzufassen. Schon eine bloe Zusam-
menfassung wiire eine bewundernswerte Leistung gewesen,
die Euklid Unsterblichkeit gesichert hitte.

Aber das Buch ist kein Lexikon, auch keine Datenbank, in
der alles gleichwertig nebeneinandersteht. Die Leistung
Euklids besteht darin, alles in Form gebracht zu haben, in
die mathematische Form. Und dies bedeutet, dass eines aus
dem anderen folgt, ja folgen muss. Der Aufbau ist folgerich-
tig so, dass alle Aussagen bewiesen werden und zum Beweis
nur logische Schliisse zugelassen sind, in denen Aussagen
benutzt werden, die schon bewiesen sind! Das heilt: Fiir die
Aussage Nummer 29 darf man nur die Sitze 1 bis 28 verwen-
den. Das kann man natiirlich nicht ad infinitum machen,
sondern man muss auf irgendwelche Aussagen aufbauen:
Dies sind die Grundsitze oder Postulate, zu denen wir heute
Axiome sagen. Ein typisches Postulat lautet: Durch je zwei
Punkte kann man eine gerade Linie ziehen. Also lautet die
Regel: Zum Beweis des Satzes Nummer 29 darf man nur die
Sitze 1 bis 28 und die Postulate verwenden.

Die Elemente sind ein stilbildendes Werk, das mustergiil-
tig den Aufbau einer Wissenschaft zeigt, ein Werk, das Ori-
entierung gibt und Mal3stiibe setzt!

Euklid hat einen De-facto-Standard geschaffen, der nun
2300 Jahre lang die Mathematik gepriigt, ja definiert hat und
dies tun wird, solange es Mathematik geben wird.

18



4

Was ist ein Punkt?

Der erste Satz des ersten Mathematikbuchs der Welt, der
Elemente des Euklid, lautet: «Definitionen. 1. Ein Punkt ist,
was keine Teile hat.»

Natiirlich beginnt Euklid mit Definitionen. Damit man
genau weil}, woriiber man spricht. Dann kommen die Postu-
late und Axiome, zum Beispiel «Gefordert soll sein, dass man
von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann»,
und anschlieBend folgen Siitze, die meist als herausfordernde
Aufgabe gestellt sind. Der erste lautet: «Uber einer gege-
benen Strecke ein gleichseitiges Dreieck errichten.»

All diese Sitze werden bewiesen. Das heilit, sie werden
mit logischen Schlussregeln aus den Postulaten und Axio-
men sowie den schon bewiesenen Sitzen gefolgert. Das ist
perfekt und vorbildlich. So wie Mathematik sein soll.

Es bleibt nur ein kleiner Makel. Die erste Definition, die
Definition eines Punktes, die so klar zu sein scheint, wird
nie verwendet. Auch die zweite Definition: «Eine Linie ist
eine breitenlose Linge», wird nie benutzt. Nie gibt es ein
Argument, das sagt: «Aus der Definition eines Punktes, nim-
lich dass er keine Teile hat, folgt das und das.» Hat Euklid
das vergessen?

Die Mathematik hat iiber 2000 Jahre gebraucht, um die-
ses Problem zu losen. Immer wieder hat man versucht zu
beschreiben, was denn ein Punkt wirklich ist. Dabei stellte
sich allgemeines Unbehagen ein, nicht weil das zu schwierig
oder gar unmoglich war, sondern weil man diese Definitio-
nen allesamt nicht verwenden konnte. Das scheint negativ
zu sein, aber es ist absolut positiv. Man braucht keine solche
Definition. Man muss nicht wissen, was ein Punkt «ist», um
Geometrie machen zu kéonnen. Das klingt paradox, aber es

ist eine befreiende Erkenntnis.

~fe
ey

19

o ot

%4
o .
\

L



Der Erste, der diese Erkenntnis klar aussprach, war der
GieBener Mathematiker Moritz Pasch im 19.Jahrhundert.
Das Problem, was denn ein Punkt sei, wurde nicht gelost,
sondern es hat sich aufgelést. Es reicht, die Postulate und
Axiome zu kennen. Das ist so d4hnlich wie beim Schachspiel.
Man muss nicht wissen, was ein Turm «ist», sondern muss
nur die Regeln kennen, nach denen er zieht, schligt und ge-
schlagen wird.

Uniibertreffl ich drastisch hat dies David Hilbert zum
Ausdruck gebracht, der bedeutendste Mathematiker der
ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts. Er sagt radikal: «Man
muss jederzeit anstelle von Punktens, <Geraden> und <Ebe-

nen> <Tische>, Stithle> und <Bierseidel> sagen kénnen.»

Mehr Informationen zu diesem und vielen weiteren
Biichern aus dem Verlag C.H.Beck finden Sie unter:
www.chbeck.de
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